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Chapitre 3 : Fonctions continues

Au lycée, on vous a donné I'idée de la continuité en disant qu’une fonction est continue si on peut tracer
son graphe ”sans lever le stylo”. L’objectif de ce chapitre est de donner la vraie définition rigoureuse de la
notion de continuité, ainsi que les résultats principaux qui en découlent et qui font de cette notion une notion
essentielle.

Peut-étre avez vous déja vu la définition de la continuité avec des suites : f : R — R est continue en
zo € R si pour toute suite (u,) convergeant vers zg, on a f(uy) Nl f(z0). On va aussi voir le lien entre la

définition que 'on va donner et celle-ci.
Sur un dessin, on voit que f est continue si "un petit déplacement horizontal induit un petit déplacement
vertical”. On va formaliser ceci.

1 Rappels sur les limites de fonctions

1.1 Limites en un point

Soient f: I — R, avec I un intervalle de R, et x¢ € I.

— Définition 1 N

Soit [ € R. On dit que f a pour limite [ en x( si

Ve>0, 30>0, Veel, |zr—xo<d=|f(x)-I|<e.

On note leIQO f(z) =1 ou bien f(x) s L.

Remarque. Contrairement aux suites, ol n ne pouvait tendre que vers 400, ici  peut tendre vers n’importe
quel réel ou vers +oo. Il est donc utile de préciser vers quoi tend = dans les notations.
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FiGURE 1 — Convergence d’une fonction en xg



Exemples :
1. f(z) =2* = f(z) — 3.
Tr—T0

2. Fonction partie entiere : n’admet pas de limite aux points entiers.

On considere maintenant des fonctions définies sur un intervalle de la forme |a, zo[U]zo, b].

tel intervalle. Par exemple, pensez & 1 qui est définie sur | — oo, 0[U]0, +oo|.

— Définition 2

On note I un

e On dit que f a pour limite 400 en g si :

VA>0, 36 >0, Vxel,

e On dit que f a pour limite —oo en x si :

VA>0, 36>0, Vxel,

lx — x| < 6 = f(x) <

|x — 20| <6 = f(x) > A;

—A.

Exercice : faire un dessin (comme ci-dessus) avec 1.

1.2 Limites en infini

On regarde maintenant des fonctions définies sur I =]a, +00].

— Définition 3

e Soit [ € R. On dit que f a pour limite [ en 400 si :

Ve>0, dB>0, z>B,= |f(z) -] <s¢;

e On dit que f a pour limite 400 en +o0 si :

VA >0, dB >0,

z>B= f(z)> A

Exercice : adaper cette définition en jonglant avec 400 et —oo.

Exemple utile : on prend deux fonctions polynomiales a coefficients réels

P(z) = apa™ + An_12" Y + ..+ a1z + ao,

a; € Ra Qap 7é 07
Q(x) = bma™ + am—12™ ' + .+ bix + by, b ER by £ 0
Alors
400 si n > m;
Plx) _ n oi n = m;
—400 Q(:E) - bm -
’ 0sin<m.

1.3 Limites a gauche, a droite

f:I — R, I=|a,xo[U]xg,b].



— Définition 4 .

e On appelle limite & droite de f en g la limite en z de la fonction f/|,, s, notée lim+ f(z)
.’L'-).IO

ou bien xhﬁngo f(x).
x>x(Q
¢ On appelle limite & gauche de f en z¢ la limite en xq de la fonction f|}, 5[, notée lim f(z)
Ty
ou bien xll)rgo f(x).
xz<xQ

Exercice : traduire ces définitions avec des € et des 9.

Exemple : si f(z) =1, alors lim f(z)=+occet lim f(z)= —oc.
xz—0t x—0~

1.4 Propriétés des limites

Ce sont les mémes résultats que pour les suites, a peu de choses pres. Voici un catalogue de résultats,
donnés sans démonstrations :

1. La limite est unique;
2. Soient A € R, f,g : I — R. On a lim(A\f) = Alim f(z); lim(f + g) = lm(f) + lim(g), lim(fg) =
lim(f)lim(g) ;
Si lim(f) # 0, alors lim% = ﬁ ;
Si lim(f) = £o0, alors lim% =0;
Soient f,g composables. Si lim(f) =1 et lilm(g) =1, alors lim(go f) =1'.
xo xo
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Les théoremes de comparaison sont adaptables de ceux des suites.

2 Continuité en un point

2.1 Définitions et propriétés

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction. Voici la "vraie” définition de la continuité :

— Définition 5 N

e Soit zg € I. On dit que f est continue en xg si :

Ve>0, 30>0, Veel, |v—x9 <d=|f(x)— flzo)| <e.

(ie : f admet f(xg) pour limite en xg).

e Si f est continue en tout point de I, on dit que f est continue sur /.

Exemples de fonctions continues :
1. Les fonctions polynoémiales sur R, la fonction racine carrée sur Ry ;
2. les fonctions sinus, cosinus, arccos, arcsin ;
3. la fonction exponentielle est continue sur R, la fonction logarithme In est continue sur R’ .
4

. Contrexemple : la fonction partie entiere n’est pas continue sur R. Elle 'est en revanche sur chaque
intervalle de type [k, k+ 1], k € Z.



La continuité permet de déduire de nombreuses propriétés intéressantes pour une fonction. Par exemple,
si f est continue et non nulle en un point g, alors elle sera également non nulle “autour” de xg (voir le lemme
ci-dessous). De méme, si f est continue et prend des valeurs positives puis négatives, alors on est assuré qu’elle
passe a un moment par 0.

Lemme 6

Soit f : I — R, et xy € I. Si f est continue en z( et f(xg) # 0, alors il existe & > 0 tel que
f(z) # 0 pour tout = €]xg — 0, zg + J[.

Démonstration. Supposons par exemple que f(xg) > 0. On écrit la continuité de f en z :
Ve>0, 30 >0, Veel, |r—xo <d=|f(x)— f(zo)| <e.
Cela signifie que

xo—0<x<m)+ 0= fag) —£ < f(x) < flao) +&.

Choisissons ¢ tel que 0 < £ < f(zp). Ainsi, on obtient un d tel que |z — x| < 0 = 0 < f(xo) — & < f(x).
Donc f est bien non nulle dans un intervalle de taille 26 autour de xg. O

,—| Proposition 7 N

Soient f, g continues en xg € I. Alors :

1. Pour tout réel A, la fonction \f est continue en xg, ainsi que f + g;

2. Soient f,g continues en x et supposons f(xg) # 0. Alors % est continue en xg.

. J

,—| Proposition 8 N

Soient f: I — Ret g:J — R telles que f(I) C J. Si f est continue en z( et g est continue en
f(zo), alors g o f est continue en z.

2.2 Prolongement par continuité

Si on dispose d’une fonction continue partout sauf en certains points isolés, on voudrait définir une nouvelle
fonction continue partout et égale a la premieére sur tous ses points de continuité.

— Définition 9 N

Soient I un intervalle, xo € I, f : I\ {xo} — R continue.

e On dit que f est prolongeable par continuité en g si f admet une limite finie en z, notée
.
e On définit alors la fonction

3 f(x):{f(x)sixel\{xo};

lsixz=ux.




Exemple :
1
T

lim f(z) = 0. On définit alors
z—0

Prenons f(z) = zsin(+), continue sur R*. Comme ‘sin%’ < 1Vzx € R,ona |f(x)] < |z — 0. Ainsi,
T—

2.3 Caractérisation séquentielle de la continuité

On va faire le lien entre la définition de la continuité que 'on a vue et celle avec les suites, qui a été citée
en introduction.

,—[Proposition 10} N

f:Il— R € l. Alors:

f continue en xp <= pour toute suite u,, — g, on a f(uy,) —+> f(zo).
n——+0oo

Démonstration. (=) Supposons f continue en x et considérons une suite u, qui converge vers . Mon-
trons que la suite (f(uy)) converge vers f(xg). Soit € > 0. Alors

36 >0, |r—x0l <d=|f(x)— f(zo)| <e.

Pour ce ¢, il existe N € N tel que n > N = |u,, — 29| < 4. Ainsi, pour n > N, |u, — zo| < 6§, donc
|f(un) — f(z0)| < e. Finalement f(u,) — f(zo).

(<) Raisonnons par contraposée. Supposons que f n’est pas continue en zy et montrons qu'’il existe alors
une suite u, qui tend vers xy mais telle que f(uy) ne tend pas vers f(zg). Ecrivons que f n’est pas
continue en x :

deg >0, V6 >0, Tz tel que |z — x| <0 et |f(z)— f(xo)] > o

On construit maintenant une suite (u,) : on choisit § = % et on obtient l'existence de wu,, tel que
lup, — 20| < L et [f(un) — f(w0)| > €0, pour chaque n > 0. Alors, la suite (uj,) tend vers xg, mais f(uy)
ne peut pas converger vers f(xg).

O

Cette caractérisation est importante pour ’étude des suites définies par récurrence u,+1 = f(uy), qui
seront étudiées en maths renfort S3.



3 Le théoréeme des valeurs intermédiaires

3.1 Le théoréme

Théoréme 11

Soit f : [a,b] — R continue sur le segment [a, b]. Alors pour tout réel y compris entre f(a) et f(b),
il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = y.

FIGURE 2 — Sur ces exemples, on voit qu’il n’ya pas unicité (graphe 1) et que si la fonction n’est pas continue,
le théoreme est faux (graphe 2).

Démonstration. Montrons le théoreme dans le cas f(a) < f(b). Soit f(a) <y < f(b). Montrons que y admet
un antécédent par f.

Etape 1 : On introduit ’ensemble A = {z € [a,b], f(z) < y}. A est non vide (a € A) et est majoré (par
b). Il admet donc une borne supérieure, notée ¢ := sup(A). On va montrer que f(c) =y.
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Etape 2 : Montrons que f(c) < y. Comme ¢ = sup(A), il existe une suite (u,) d’éléments de A qui converge
vers ¢. On a donc f(u,) < y par définition de A. Comme f est continue en ¢, f(u,) — f(c). Donc
f(e) <y par passage a la limite.

Etape 3 : Montrons que f(c) > y. Si ¢ = b, alors f(c) = f(b) > y. Sinon, soit = €]c, b]. Comme ¢ = sup(A4),
x ¢ A donc f(z) > y. Or, f est continue en ¢, donc f admet une limite & droite en ¢ qui vaut f(c).
Ainsi, f(c¢) > y. Finalement, f(c) = y.

O



3.2 Applications du théoreme

Vous étes stirement familiers avec la version suivante du théoréme :

Corollaire 12

Soit f : [a,b] — R continue sur un segment. Si f(a)f(b) < 0, alors il existe ¢ €]a,b[ tel que

f(e) =0.

C’est une application directe du théoreme avec y = 0 L’hypothese f(a)f(b) < 0 indique que f change de signe
entre a et b.

Exemple : Si P est un polynéome de degré impair, alors P possede (au moins) une racine. En effet, si 'on
suppose que le coefficient dominant de P est positif, alors lim P(z) = —oc et lJim P(x) = +o0. Le corollaire
—00 oo

permet de conclure.

Remarque. Si on rajoute au corollaire 'hypothese ”f monotone”, on obtient 1'unicité de la racine de f. C’est
probablement cette version que vous avez vu au lycée.

Le théoreme peut aussi s’énoncer d’une maniere théorique de la facon suivante :

Corollaire 13

Soit f : I — R continue sur un intervalle /. Alors f(I) est un intervalle

Remarque. Attention! f([a,b]) # [f(a), f(b)] en général!

M,L« .ﬂ)

FI1GURE 3 — Illustration de la remarque

Démonstration. Soient y1,y2 € f(I) tels que y; < yo. Montrons que y € [y1,42] = y € f(I). 1l existe
x1,x9 € I tels que f(x1) = y1, f(x2) = yo. Ainsi, y € [f(x1), f(x2)]. Par le théoreme des valeurs intermédiaires,
comme f est continue, il existe = € I tel que f(z) =y, donc y € f(I) et f(I) est un intervalle. O



3.3 Fonctions continues sur un segment

— Théoréme 14 N

Soit f : [a,b] — R continue sur un segment. Alors il existe deux réels m et M tels que

f(la,b]) = [m, M].

(Autrement dit, 'image d’un segment par une fonction continue est un segment).

Démonstration. Cette preuve est un peu longue mais ga vaut le coup d’y jeter un oeil.

1. Montrons que f est bornée. Si r € R, on note A, = {z € [a,b], f(x) < r}. On choisit r tel que A, # 0.
Comme A, C [a,b], le nombres := sup(A,) existe. Prenons une suite x,, d’éléments de A, qui converge
vers s. Par définition, f(x,) < r donc comme f est continue, f(s) > r et donc s € A,. Ainsi,
sup(A4,) € A,.

Supposons par ’absurde que f soit non bornée. Alors pour tout n entier naturel, A, est non vide. On
note s, = sup(A,). On a A,11 C A4, car f(x) >n+1= f(x) > n. On a ainsi s,4+1 < Sy, donc s,
décroit et est minorée par a. Elle converge donc vers | € [a,b]. Par continuité de f, f(s,) — f(I).
Mais f(sp) > n, donc 1+1£rc1> f(sn) = +o00, contradiction avec f(s,) — f(I). Ainsi, f est majorée. On

montre de méme que f est minorée, donc bornée. On a a ce stade montré que f(I) est un intervalle
borné. Il faut encore montrer que les bornes sont atteintes.

2. Montrons que f(I) est un intervalle fermée, ie que f atteint ses bornes. Notons m = inf(f([)) et
M = sup(f(I)). Supposons par 'absurde que M ¢ f(I). Ainsi, Vt € [a,b], M > f(t). On peut donc
définir

— L
g ,
M — f(z)
continue sur I, donc bornée par le point 1. Notons cette borne K : Vz € I, |g(x)|] < K. Cependant,
il existe y, — M car M = sup(f(I)), et y, € f(I). Il existe donc z,, tel que y,, = f(zy), et donc
f(zn) — M. Ainsi, la suite (g(zy)) tend vers +oo, or g est bornée, contradiction! Donc M € f(I).
De méme, on montre que m € f(I).

Conclusion : f(I) = [m, M]. O



4 Exercices

Exercice 1 :

1. Montrer que toute fonction périodique non constante n’admet pas de limite en +o0;

2. Montrer que toute fonction croissante majorée admet une limite en 4oo.

Exercice 2 :

Peut-on prolonger par continuité les fonctions suivantes 7
1. f(x) = sin(z)sin(1/z);
2. glz) = b))

3. h(z) = 1= — 2

1—22°

Exercice 3 :

Soient a,b € R et f : [a,b] — [a,b]. On dit que z( est un point fixe de f si f(zg) = zo.

1. Comment peut-on traduire graphiquement le fait que f admette un point fixe?

2. Montrer que si f est continue, alors f admet un point fixe. (Poser h(x) = f(x) — z).
3. Trouver une fonction f : [0,1] — [0, 1] décroissante sans point fixe.
4

. Montrer que si g : [0,1] — [0, 1] est croissante, alors elle admet un point fixe. Indication : Considérer
A:={z€]0,1],9(z) > x} et montrer que le sup de A (existence?) est un point fixe de g.

Exercice 4 :

Soit f : [a,b] — R continue telle que f(a) = f(b). On pose g(t) = f(t + b_T“) — f(¢).
1. Montrer que g s’annule en au moins un point de l'intervalle [a, %rb]

2. Application : une personne parcourt 4km en 1h. Montrer qu’il existe un intervalle de 30 minutes durant
lequel elle parcourt exactement 2km.

Exercice 5 :

Soient I un intervalle et f : I — R continue telle que f(x)? = 1 pour tout x € I. Montrer que f est
constante égale a 1 ou —1.
Exercice 6 :

Soit f : Ry — R continue et admettant une limite finie en +o0o. Montrer que f est bornée. Les bornes
sont-elles forcément atteintes ?
Exercice 7 :

Soit f : R — R continue en 0 et telle que f(x) = f(2x) pour tout x réel. Montrer que f est constante.

Indication : Montrer que pour tout z, on a I'égalité f(x) = f(5%).



